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RCsum&Dans le cadre de la convection naturelle tridimensionnelle, nous montrons comment a partir de 
I’hypothtse de prevalence de l’ecoulement selon les lignes de plus grande pente, les equations de la couche 
limite laminaire peuvent se simplifier a celle d’un probltme bidimen&onnel. Nous justifions cette hypothese 
dans le cas particulier du cylindre circulaire inclini, infini et isotherme, d’abord 8 partir de solutions 

numbriques, puis par une visualisation des lignes de courant pari6tales. 

NOMENCLATURE 

c,* chaleur massique a pression constante; 

e1,e2,exl coefficients metriques associes au 
I. 

systeme de coordonmks curvilignes ; 
composantes des forces volumiques; 
fonction de courant definie par 
l’equation (23); 
acceleration de la pesanteur ; 

= g~L3(~- Tm) 
V2 

nombre de Crashof; 

facteur de forme giometrique defini par 
l’equation (26); 
longueur de refkrence ; 
normale a la paroi ; 

= $$ nombre de Prandtl ; 

nombre rationnel ; 
rayon du cylindre ; 
longueur d’art des lignes de plus grande 
pente; 
temperature dimensionnelle ; 

uI,u2,u3, composantes dimensionnelles de la 
vitesse dam le systime de coordonnees 
curvilignes ; 

U,, U,, ordre de grandeur des composantes 
ut et u2 de la vitesse; 

w, composante adimensionneIfe de la vitesse 
selon la coordonnte z ; 

= U1 R (J-112 composante adimensionnelle 
V 

de la vitesse selon la coordonnee x ; 

v, !&‘14 composante adimensionnelle 
V 

de la vitesse selon la coordonnee y ; 

W, 
= w R Gr-1’2 

1 __I composante adimensionnelle 
v W#J 

de la vitesse selon la coordonnee z; 

X, Y, 2, coordonnees cylindriques dimensionnelles ; 

x = X/R, y = Y/R,2 = Z/R, 
coordonnees cylindriques adimensionnelles. 

Symboles grecs 

a, angle dune generatrice et dune ligne 
de courant ; 

, 
a, angle dune gineratrice et d’une ligne 

de plus grande pente; 

8, coefficient de dilatation ; 

% variable ~int~gration d&finie par 
1’equation (22) ; 

0, temperature adimensionnelle; 

0, temperature adimensionnelle; 

4 conductiviti thermique; 

v, viscosite cinkmatique ; 

6% masse volumique ; 

4, angle dinclinaison par rapport a 
I’horizontale; 

!: 

fonction de courant ; 
variable dint&ration definie par 
f’equation (21); 

<lr52r<3, coordonnees curvilignes. 

Indices inferieurs 

indice de numerotation ; 
indice de numerotation; 
d’ordre zero ; 
lie a la paroi ; 
& I’infini. 

Indice superieur 

, caractkrise une variable ayant subi la 
transformation de Mangler geniralisee. 

I. IN~ODUC~ON 

LA RESOLUTION des equations de la couche limite en 
convection naturelle laminaire tridimensionnelle n’a 

donnt tours jusqu’alors qu’a peu de risultats. Savage 
[l J difinit certaines geometries particulieres pour 
lesqueiles les equations posstdent des solutions affines. 
Stewart [2] en utihsant une mCthode integrale dans le 
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cas des grands nombres de Prandtl, traite de l’infiuence 

de la forme de la gkomirtrie et de I’inctinaison du corps 
Ctudik sur Ie coefkient de transfert. 

Ici, nous exposons une mkthode permettant de 

ramener l’ltude des probkmes de convection naturelle 
autour d’une large classe de surfaces ri celle de 
probkmes bidimensionnels et nous la justifions pour 

la gOomCtrie particuliire du cylindre circulaire incline. 

II. RESLLI-.ATS THEORIQUES 

11.1. 
L’ktude des systkmes physiques oti illterviennent des 

surfaces quelconques ndcessite en g&s&al I’emploi de 
coordonnttes curvil~gnes orthonormkes de man&e 

que les frontikes du problime soient des surfaces de 
coordonnk. Soit OS, .x~.x~ un tri&dre orthogonal 
quelconque. Les equations : 

;, (Y,, Y~..Y.~) = constante 

&(Y~, u,,.~,) = constante 

<3(.~1,.~2,.~.1) = constante 

reprksentent les iquations de families de surfaces 

caractkrisant le systime de coordonnkes curvilignes. 
Les coefficients mktriques associks sont difinis par: 

En prenant comme surface de coordonnkes la 

surface du corps considS et comme troisiime coor- 
donnke c3, la distance i cette surface, ce qui implique 
que e, = 1, les Cquations de la couche limite de la 
convection naturelle stationnaire laminaire pour un 

fluide i propriktks physiques constantes soumis ti un 
champ de forces quelconque s’kcrivent [3]: 

Equations de quantitC de mouvement : 

Equation de continuitk: 

Equation de I’knergic : 

Conditions aux limites: 

‘z3 = 0, T = T,(&,r2), t/, = u2 = UJ = 0 

r.? -+ =, T= T,, 111 = u2 = 0. 

11.2, Nypothtse de prkxzlence de l’dcoulement sekm 
les ligfzes de plus yrunde pente 

Le mouvement d’une particule fuide en convection 

naturelle a heu sous l‘action des forces dc pcs~~~~tel~r 
sans autre don&e de vitesse e~ttkieurc. C’cttr: IT- 
marque nous conduit i prcndre pour lignea de UCZCW. 
don&es les courbes tangentcs <I i;t dircctlon de j;i 
projection des lignes de force sur la ~~~d'ax. “iignrs de 
plus grande pente”. (5, ) et leur trajectoirc orthogonalu 
(r2). Dans ces conditions I’Cquati~~rl II I IX comports 
pas de terme de force ext&ieure f j2 -- (1 I. Ix seul t~rnrc 
de I’kquation (2) pouvant c&r ou entretemr ~I:K 
composante transversale 11~ de ki \itchse dat!i ii’ 
systkme de ooordonnCes est : 

Lorsque celui-ci est nkgligeable, I‘8yuation (3 I ad- 
met pour solution approchde ttz ~1 0. Nous avons 
dittermink un critke concernant ce cas ,i partir d’un 

calcul d’ordre de grandeur des ditkents tcrmcs do 
I’kquation (7). En supposant quc les coefficients mt;t- 
riques soient de l’ordre de un et en urllisant I’L’quatioir 
de continuitt: (3) pour determiner I’ordre de grandeur 
de I!,+. on obtient l’ordrc de grandeur suivant pour la 

composante U* de In vitesse: 

Autremellt dit la composar~te if2 de la vitesse scra 
nkgligeable devant ~4~ si le coefficient glometriquc 
(l/~,e,)@~,,‘?<~/ est petit devant un. c’est i dire si I;I 
variation transversaie du coefficient metrique longitu- 
dinal est faible devant un. 

Lorsque cette condition est v&ifiee. on peut nkgliger 
la composante 14~ devant la composante 11, chaque f’ois 

qu’elles interviennent dans des terms analogues. 
Dans ce cas, les Equations ( I ) (4) dcviennent : 

Les simplifications prkkdentes ant cu pour elfet de 
faire disparaitre les dkrivations de toutcs les fonctions 
inconnues par rapport 5 la variable 52 qui n’est plus 
alors qu’un simple paramitre. 

La r&solution du systime d’equations ci-dessus 
s’effectue done de manike ~nd~pendalite sur chncunc 
des lignes de plus grande pente. 

La structure des Equations est celle d’un itcoulement 
bidimensionnel avec cependant une iquation sup- 
plimentaire pour la composante transversale u2, mais 
celle-ci est indkpendante des autres Cquations qui 

peuvent Etre rksolues de la mgme mankre que dans 1e 
cas bidimensionnel. 

Ces propriCtCs entrainent la possibilrk d’effectuer un 
changement de variables consistant <i remplacer la 
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variable 5 1 par la longueur s de l’arc des lignes de plus 
grande pente: 

ds = e1(5,,52)d5i. 

Les derivees suivant la variable t2 ttant negligees, le 
changement de variable precedent se reduit a la seule 
transformation de la derivee suivant 5 1 : 

a i a 
s- e, at, 

Les equations (S)-(8) s’ecrivent alors: 

au, au, a%, 
u,s+U’a5j=fI+vd;:: (9) 

au, au, u: ae, a%, 
u,-+t4,---=v~ 

as ah ele2 at2 at3 
(10) 

:(e2ul)++(e2Elj) = 0 (11) 
3 

BT aT a. d2T 
u,-+uj-=-~. 

as at3 PC, ah 
(12) 

11.3. Application de la transformation de Mangler 
gfkkalisde 

Posons: 
1 rs 

s=- 
L2 ! 

&, 52)dZ 
.O 

fi = z (s, 52153 

UI(& a, 52) = %(S, 53, <;?I 

u2(s, 6 if21 = U2(&53,52) 

u3(s,n,5,)=L -u3h53,~2)+cjii3ul I 1 ae, ’ 

e2 2 

V, fi, 52) = T(s, 53,521 

fi(% t21 = fib 52). 

Apres transformation, on obtient les equations: 

?r3+Ti_‘l;_J%&=v;i2Ti; 
’ as 3 an ele2 at2 an2 

(14) 

(15) 

(16) 

au, air; 
;y+z=o 

_aT a7= i a2T 
ul-+uJ-=--- 

as aii PC, an2 

avec les conditions aux limites: y=o, ij;=lj:=w=o, e=1 

ii = 0, ?== TP(s,t2), ir;=u,=u,=O 

ii = co, T= T,, q=iq=uj=o. 

Les equations (13t(16) peuvent alors &tre resolues 
de la mime man&e que celles de la couche limite de 
convection naturelle autour d’un cylindre horizontal 
dont la forme de la section droite est caracterisee par le 
terme f,(e$L’) et od c2 joue le role dun parametre 
supplementaire. 

y = co, IjI; = I); = w = 0, I9 = 0. 

111.2. 

Les methodes exactes ou numeriques peuvent &tre 
ensuite utilisees. 

L’integration de ce systeme d’equations a Cte effec- 
tuee au moyen des transformations utilisees par Saville 
et Churchill pour la resolution des equations cor- 
respondant au probleme bidimensionnel de la con- 
vection naturelle autour d’un cylindre horizontal [4]. 
Les solutions sont obtenues sous forme de developpe- 
ments en serie d’une variable analogue a celle definie 
par Goertler pour les problemes de convection for&e. 

III. CAS DU CYLINDRE CIRCULAIRE INCLINE 

Nous avons voulu verifier cette hypothese de pre- 
valence de l’ecoulement selon les lignes de plus grande 
pente dans le cas particulier de la convection naturelle 
dans le champ de forces de la pesanteur autour d’un 
cylindre circulaire incline a temperature parietale 
constante. Nous avons, dans ce but, compare l’angle 
forme en un point par une generatrice et une ligne de 
plus grande pente dont le dkveloppement dans le plan 
a pour expression analytique (Fig. 1): 

z = tg$ In tg f 
I / 

(17) 

avec celui dune generatrice et d’une ligne de courant. 

FIG. 1. Sch6ma montrant une vue du cylindre circulaire 
inclink, plusieurs lignes de plus grande pente et le systtme de 

coordonnkes utilisk. 

111.1. 
Les equations de la couche limite de la convection 

naturelle Ctablies en utilisant les particularites geomtt- 
riques du cylindre incline sont : 

I&)~, - I&!+ = 0 sin x + I/J;: (18) 

*;w:-*:w; = e+wi2 (19) 

avec les conditions aux limites : 
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r(O) = 0 85603 

Frc;. 2. Protil de la function de courant adimensionnelle le long de la normale au cylindre. I+ 2 0.72 

Si I’on pose: 

(21) caracttkise la geomktrie dtudi&. 
Les conditions HUX limites &ant: 

@(<,O) = 1. c:,(& 7~ ) Lf 0. 

Les solutions sont obtenues sous la forme: 

F(&Q) = i: Fj(f?)-“” 
j = 0 



Convection naturelle laminaire tridimensionnelle autour de surfaces 1129 

c 
06 

d 

0 1 3 5 7 
tl 

FIG. 4. Profil de tempkature adimensionnelle le tong de la 
normale au cylindre. Pr = 0.72. 

q est un nombre rationnel qui dans notre cas parti- 

culier est Cgal a 3/2. 
Compte term de l’excellente convergence des series 

utilisant les variables de Gortler, il suffit de limiter 
l’inttgration numerique au premier terme (‘J = 0) des 
series precedentes. 

On obtient alors le systeme suivant: 

~~+~~~~-~~+~~ = 0 

w6’+F,w;+@)o = 0 

TA’+ PrF,G& = 0 

associe aux conditions limites: 

F,(O) = Fe(O) = Fo(UJ) = I* = We(co) = 0 

S,(O) = 1, @*(co) = 0. 

Les profils de vitesse et de temperature sont repri- 
sent& sur les Figs. 2-4. Les valeurs de Fe(q) et O,(v) 
sont identiques aux resultats de Saville et Churchill 

r41. - 

W? 

111.3. Comparaison des lignes de courant et de 
plus grande pente 

11 est alors possible d’evaluer l’approximation effec- 
t&e avec l’hypothese de prevalence de S~coulement 
selon les lignes de plus grande pente. L’angle en un 
point dune generatrice et dune ligne de courant Ctant 
defini par : 

1 4 “2 
tga2=_ _ 

0 

Fbh) psin'/3x_ 

LA ts# 3 I+?&?) 

L’angle au mime point dune gkwkatrice et dune ligne 
de plus grande pente par : 

dx sinx 
tga’=dz=---& 

La comparaison (Fig. 5) nous montre que T&cart ne 
devient notable que pour des valeurs de x superieures a 
90”. 11 ne semble pas toutefois mettre en cause 
l’hypothese de prevalence, car pour de telles valeurs de 
l’angle x, il faudrait prendre en compte des termes 
supplementaires dans les series utilisees. 

Toujours dans le but de verifier I’exactitude de 
l’hypothese de prevalence, nous avons procede a une 
visualisation des lignes de courant parietales au moyen 
d’une methode Clectrolytique (557), (Fig. 6). Par un 
pro&d& photographique par contact nous avons com- 
pare directement les lignes de courant ainsi obtenues 
avec les lignes de plus grande pente dont nous 
connaissons l’expression analytique. 

Quel que soit l’angle d’incidence du cylindre, pour 
des nombres de Grashof compris entre lo6 et 5 x lo6 
nous avons toujours constate une parfaite super- 
position de celles-ci particuli~rement au voisinage de la 
ligne de stagnation. 

Ces resultats sont tout a fait semblables a ceux que 
Deluche [8] avait deja mis en evidence de facon 
beaucoup moins precise toutefois a partir dune 
visualisation dans l’eau par filets colores. 

0 7r/3 2n/3 r 

X, md 

FIG. 5. Angle d’une gkniratrice et d’une ligne de courant 
--. Angle d’une g&katrice et d’une ligne de plus grande 

pente -----. 4 = x/4. 
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FIG. 6. Resuhat de la visualisation des lignes de courant dCvcloppees dans ie plan: Gr -= 10” : Pt = 5. 

IV. CONCLCSION 3 

Pour une large classe de surfaces. l’ltude de la 
convection naturelle tridirne~s~oIlll~l~e peut he ra- 3. 

me&e en considkrant les lignes de plus grande pente, :I 
un probkme oti ie cakul de la composante transver- 5. 
sale de I’kcoulement est dircouplk de la rbsolution des 
Cyuations vkrifikes par la composante principale de 
l’tkoulement et par la templrature. 

6. 

1. 

2. 
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THREE-DIMENSIONAL LAMINAR FREE CONVECTION 
FLOWS ABOUT SURFACES 

Abstract--Within the three-dimensional laminar free convection, it is shown how the boundary-layer 
equations can be simplified to those of a two-dimensional problem by using the hypothesis of a flow 
prevailing according to the steepest ascent lines. This hypothesis is justified in the particular case of an 
isothermal, infinite. &lined, cir~ularcylinder~rst from numerical solutions and then by a visualization of’the 

wall streamlines 

DREIDIMENSIONALE LAMINARE NATURLICHE KONVEKTlON 
ENTLANG OBERFLACHEN 

Zusammenfassung--Fiir Probleme der dreidimensionalen nattirlichen Konvektion wird gezeigt, dab sich 
mithilfe der Annahme. daR die Strlimung vorwiegend in Richtung der griil3ten Neigung erfolgt. Die 
Gleichungen der laminaren Grenzschicht auf ein zweidimensionales Problem vereinfachen lassen. Die 
Berechtigung dieser Annahme wird ftir den Spezialfall des geneigten, unendlichen, isothermen Kreiszylinders 

bestatigt, zuerst mitt& numerischer Liisungen, dann durch Sichtbarmachen der Wandstromlinicn. 
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TPf?XMEPHOE JlAMMHAPHOE CBO6OflHOKOHBEKTMBHOE TE’4EHME Y 
IlOBEPXHOCTEti 

,iHHOTil~HA- B pa6o-re IlOKa3aH0, KBK ypaBHeHJiR IlOrpaHHYHOrO CJIOR LIJIR Tp@XMePHOii JlSLMH- 

HapHOii c~060nHO$i KOHBeKWfR MOXHO i?pHBeCTH K ypaB~eH~~M LiByXMepHOZi 3FiRaYil, WZKtOflb3ySl 

lW'iOTe3y 0 3aBMCHMOCTH OCHOBHOl-0 TeYeHWR OT CTeneHU KpyTU3Hbl KOHTypa. ~W'lOTe3a nO,WBep- 

~~eHaHa~~~Me~eO6TeKaH~fl~3OTepM~YeCKOiOHeO~~aH~Ye~HO~OHaK~OHHO~OK~y~~O~O~~~~H~~a 

cbiayana YMCfleHHblM pememeM,a 3aTeM wi3yanwsauueirmHhi TOKa Ha CTeHKeLWIHHRpa. 
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