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Résumé—Dans le cadre de la convection naturelle tridimensionnelle, nous montrons comment a partir de

I'hypothése de prévalence de 'écoulement selon les lignes de plus grande pente, les équations de la couche

limite laminaire peuvent se simplifier 4 celle d’un probléme bidimensionnel. Nous justifions cette hypothése

dans le cas particulier du cylindre circulaire incliné, infini et isotherme, d’abord a partir de solutions
numériques, puis par une visualisation des lignes de courant pariétales.

NOMENCLATURE
chaleur massique & pression constante;

ey,e,,¢,, coefficients métriques associés au

fl’fza
F5

g’
Gr,
K,

L,
n,

Pr,

systéme de coordonnées curvilignes;
composantes des forces volumiques;
fonction de courant définie par
Péquation (23);
accélération de la pesanteur;

3
= %’Ti} nombre de Grashof;
facteur de forme géométrique défini par
I'équation (26);
longueur de référence ;
normale a la paroi;

= E% nombre de Prandtl;

nombre rationnel ;

rayon du cylindre ;

longueur d’arc des lignes de plus grande
pente;

température dimensionnelle;

Uy, Uy, 4y, composantes dimensionnelles de la

vitesse dans le systéme de coordonnées
curvilignes ;

U, U,, ordrede grandeur des composantes

W,

uy et u, de la vitesse;
composante adimensionnelle de la vitesse
selon la coordonnée z;

R
= u; — Gr~Y? composante adimensionnelle
v
de la vitesse selon la coordonnée x ;
vy — Gr~Y* composante adimensionnelle
v

de la vitesse selon la coordonnée y;
R Gr™12

== W, —
tg¢
de la vitesse selon la coordonnée z;

composante adimensionnelle

X, Y, Z, coordonnées cylindriques dimensionnelles ;

x=X/R,y=Y/R,z =Z/R,
coordonnées cylindriques adimensionnelles.

Symboles grecs

o, angle d’une génératrice et d’une ligne
de courant;

o angle d’une génératrice et d’une ligne
de plus grande pente;

B, coefficient de dilatation;

", variable d’'intégration définie par
Péquation (22);

0, température adimensionnelle ;

®, température adimensionnelle;

A conductivité thermique;

v, viscosité cinématique ;

D, masse volumique;

@, angle d’inclinaison par rapport a
I'horizontale ;

v, fonction de courant;

g, variable d’'intégration définie par

Péquation (21);
£4,&,.85, coordonnées curvilignes.

Indices inférieurs

i, indice de numérotation ;
J indice de numérotation ;
0, d’ordre zéro;

P, lié 4 la paroi;

o,  alinfini.

Indice supérieur
-, caractérise une variable ayant subi la
transformation de Mangler généralisée.

L INTRODUCTION

LA RESOLUTION des équations de la couche limite en
convection naturelle laminaire tridimensionnelle n’a
donné cours jusqu’alors qu’a peu de résultats. Savage
[1] définit certaines géométries particuliéres pour
lesquelles les équations possédent des solutions affines.
Stewart [2] en utilisant une méthode intégrale dans le
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cas des grands nombres de Prandt], traite de influence
de la forme de Ia géométrie et de l'inclinaison du corps
¢tudié sur le coefficient de transfert.

Ici, nous exposons une méthode permettant de
ramener I'étude des problémes de convection naturelle
autour d’une large classe de surfaces a celle de
problémes bidimensionnels et nous la justifions pour
la géométrie particuliére du cylindre circulaire incling.

I1. RESULTATS THEORIQUES

L1

L’¢tude des systémes physiques on interviennent des
surfaces quelconques nécessite en général lemploi de
coordonnées curvilignes orthonormées de maniére
que les frontiéres du probléme soient des surfaces de
coordonnées. Soit Ox,x,x, un triédre orthogonal
quelconque. Les équations:

21X, x5, ¥3) = constante
Z2(xy, x5, x;) = constante
$3(X1. X, ¥y} = constante
représentent les équations de familles de surfaces

caractérisant le systéme de coordonnées curvilignes.
Les coefficients métriques associés sont définis par:

b

) i=123
FEs N
En prenant comme surface de coordonnées la
surface du corps considéré et comme troisiéme coor-
donnée &5, la distance a cette surface, ce qui implique
que ey = 1, les équations de la couche limite de la
convection naturelle stationnaire laminaire pour un
fluide & propriétés physiques constantes soumis & un
champ de forces quelconque s’écrivent [3]:

Equations de quantité de mouvement:

e, 62,
Uy Guy U, Cuy
ey 08y ey 0&;y

Equation de continuité:

)

-

¢ & '
(gt Y o {eguy )+ o 3}
0y ¢y ¢
Equation de I'énergie:
u, 6T u, 0T &T itT
T Ay - Y iy A T AR (4)
ey 0, ey 08, aly  pC, 0Ly

Conditions aux limites:

S3 :O7

T=T(,C) Uy =ty =1z =

&ymoo, T=T,. uy=u=0

11.2. Hypothése de prévalence de I'écoulement selon
les lignes de plus grande pente
Le mouvement d’une particule fluide en convection
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naturelle a lieu sous 'action des forces de pesanteur
sans autre donnée de vitesse extérieure. Cette ve-
marque nous conduit & prendre pour lignes de coor-
données les courbes tangentes 4 la direction de la
projection des lignes de force sur la surface, “lignes de
plus grande pente”, (£, ) et leur trajectoire orthogonule
(&) Dans ces conditions I'équation {2) ne comporte
pas de terme de force extérieure { /, == V). Le seul terme
de T'équation (2) pouvant créer ou entretenir une
composante transversale u, de la vitesse dans e
systéme de coordonnées est:
ui Cey

erey 05y

Lorsque celui-ci est négligeable, 'équation (2} ad-
met pour solution approchée u, = (1. Nous avons
déterminé un critére concernant ce cas a partir d’'un
calcul d'ordre de grandeur des différents termes de
I'équation (2). En supposant que les coefficients mét-
riques soient de I'ordre de un et en utilisant 'équation
de continuité (3) pour déterminer 'ordre de grandeur
de uy, on obtient I'ordre de grandeur suivant pour la
composante u, de la vitesse:

Autrement dit la composante u, de la vitesse sera
négligeable devant «, si le coefficient géométrique
(Ljejey)ide /¢E,] est petit devant un, c’est a dire si la
variation transversale du coefficient metrique longitu-
dinal est faible devant un.

Lorsque cette condition est véritiée, on peut négliger
la composante u, devant la composante u; chaque fois
gu'elles interviennent dans des terms analogues.

Dans ce cas, les équations (} }- {4y deviennent:

T

{6)

(8)

Les simplifications précédentes ont cu pour effet de
faire disparaitre les dérivations de toutes les fonctions
inconnues par rapport a la variable &, qui nest plus
alors qu'un simple parametre.

La résolution du systeme d'équations ci-dessus
s'effectue donc de maniére indépendante sur chacune
des lignes de plus grande pente.

La structure des équations est celle d’un écoulement
bidimensionnel avec cependant une équation sup-
plémentaire pour la composante transversale u,, mais
celle-ci est indépendante des autres équations qui
peuvent étre résolues de la méme maniére que dans le
cas bidimensionnel.

Ces propriétés entrainent la possibilite d'effectuer un
changement de variables consistant a remplacer la
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variable &, par la longueur s de P'arc des lignes de plus
grande pente:
ds = e,(§,,¢,)dE;.
Les dérivées suivant la variable £, étant négligées, le
changement de variable précédent se réduit a la seule
transformation de la dérivée suivant £, :

o_19a
ds e 0&,
Les équations (5)—(8) s’écrivent alors:
o O ©)
Migs THhae, TN a8
Ju, ou, ui de 0%u,
s St =V 10
" ds +u3653 e1e; 08y vaﬁg (10)
] 0
55 (ea) + 5 (equs) = 0 (11
2
oT oT A 0T (12)

s TIaE, T e, 88
I1.3. Application de la transformation de Mangler
genéralisée

Posons:

~s

1
; |0e%<r,¢2)dr

§=—

Z ez( £2)E
n=-—{s,
L 62)¢3

u (5, , &) =uy(5,&5,85)

u_2(§’ ﬁs 62) = uz(S, 53’ 62)

-

o L[ 1 de, ,
U3 (5,8, &) = — | us(s, &3, ) +—— &y
e, e, 0s

T(E’ ﬁa 62) = T(S’ 63’ 52)
116,82 = fi(s, &),

Apreés transformation, on obtient les équations:

_ow  _ & (T-T,) , &%
i —t= 13
Uy e us a 1B 2 e;t+v a2 (13)
o, oi; u? @ 0%,
TP et S N e BN
5 o ee, 8%, on®
ou, ou;
et e Y 1
5 on (15)
_6T+__6T A 0*T 6
Uy —+uy—=——
Yos o pC, o 16)

avec les conditions aux limites:
ﬁ=09 Tz?;;(s’éz)y —1=u—2=ﬁ;=0
i=oc0, T=T, W =i;=u =0

Les équations (13)—(16) peuvent alors étre résolues
de la méme maniére que celles de la couche limite de
convection naturelle autour d’un c¢ylindre horizontal
dont la forme de la section droite est caractérisée par le
terme f;(e3/L?) et ou &, joue le réle d’un paramétre
supplémentaire.

Les méthodes exactes ou numériques peuvent étre
ensuite utilisées.
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ITI. CAS DU CYLINDRE CIRCULAIRE INCLINE

Nous avons voulu vérifier cette hypothése de pré-
valence de Pécoulement selon les lignes de plus grande
pente dans le cas particulier de la convection naturelle
dans le champ de forces de la pesanteur autour d’'un
cylindre circulaire incliné a température pariétale
constante. Nous avons, dans ce but, comparé Pangle
formé en un point par une génératrice et une ligne de
plus grande pente dont le développement dans le plan
a pour expression analytique (Fig. 1):

z=tg¢In [tg 22{1

avec celui d’une géneratrice et d’une ligne de courant.

(17)

FiG. 1. Schéma montrant une vue du cylindre circulaire
incliné, plusieurs lignes de plus grande pente et le systéme de
coordonnées utilisé.

1.

Les équations de la couche limite de la convection
naturelle établies en utilisant les particularités géomét-
riques du cylindre incliné sont:

W, — s = Bsinx + (18)
Yyt~ Yoty = B4 W], (19)

’ ’ ! i 1 v
V0.~ Y0, = 50y (20)

avec les conditions aux limites:
y=0, ¥y=yi=w=0, =1
y=ow, ¥,=y¢,=w=0, =0

IIL.2.

L’intégration de ce systéme d’équations a été effec-
tuée au moyen des transformations utilisées par Saville
et Churchill pour la résolution des équations cor-
respondant au probléme bidimensionnel de la con-
vection naturelle autour d’un cylindre horizontal [4].
Les solutions sont obtenues sous forme de développe-
ments en série d’une variable analogue a celle définie
par Goértler pour les problémes de convection forcée.
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FiG. 3. Profil de vitesse adimensionnelle paraliéle a MNaxe du cylindre. Pr = 0.72.
SiP'on pose: ou:

: E

(22 caractérise la géomeétrie étudiée.
Les conditions aux limites étant:

3N\ FILOY=F{E0) = F{i, w)=0
AFRS iy vl - ¢34 2 B LA A !
F(to = xf/u,,x)@ ¢ (23) W(E0) o Wie. o= 0
O, 1) = 0(x, ) (24) 0 =1. O, vi=0.
W) = wix, y) (25) Les solutions sont obtenues sous la forme:
FEny= Y Fjmee
Les équations (18)~(20) deviennent: j=0
4. ;g ~t e - 4 o g s = - S . 5()'
gg[inFfv)w}iFll~l]-WI‘FJF+§K(;)FN2:'@'f"]“.,\ VV([”’?) j;) VVJ(”)I
4 =F B 1477 AT ’3 " G — - @, ;:«ff
FE[EW LW —FW) = ©+ W}, &m= 2 0,0

%

4 l SN - Zqi
34[FO:-Fi0)]-FO, = 0], Kig) =3 Kg¥

%o

{26)
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FiG. 4. Profil de température adimensionnelle le long de la
normale au cylindre. Pr = 0.72.

q est un nombre rationnel qui dans notre cas parti-
culier est égal a 3/2.

Compte tenu de 'excellente convergence des séries
utilisant les variables de Gortler, il suffit de limiter
I'intégration numérique au premier terme (j = 0) des
séries précédentes.

On obtient alors le systéme suivant:

Fy+FF§—F§+0,=0
Wy +FoWy+©, = 0
Ty + PrF,0Qp =
associé aux conditions limites:

Fo(0) = Fo(0) = Fy(o0) = Wp(0) = Wo(x0) =0
B0y =1, ©O4(0)=0.
Les profils de vitesse et de température sont repré-
sentés sur les Figs. 2—-4. Les valeurs de Fy(n) et ©4(n)
sont identiques aux résultats de Saville et Churchill

[4]
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TIL.3. Comparaison des lignes de courant et de
plus grande pente
Tt est alors possible d’évatuer 'approximation effec-
tuée avec 'hypothése de prévalence de I'écoulement
selon les lignes de plus grande pente. L'angle en un
point d’une génératrice et d’une ligne de courant étant
defini par:

tga = E). = L (ﬁ)luél/z sin1/3x F;)('?) )
u 3 Wolir)

L’angle au méme point d"une génératrice et d’'une ligne
de plus grande pente par:

dx sinx

tgd == -a-; = tg ¢ .
La comparaison {Fig, 5) nous montre que I'écart ne
devient notable que pour des valeurs de x supérieures a
90°. I ne sembie pas toutefois mettre en cause
I'hypothése de prévalence, car pour de telles valeurs de
l'angle x, il faudrait prendre en compte des termes
supplémentaires dans les séries utilisées.

111.4. Résultats expérimentaux

Toujours dans le but de vérifier 'exactitude de
I'’hypothése de prévalence, nous avons procédé d une
visualisation des lignes de courant pariétales au moyen
d’une méthode électrolytique (5-7), (Fig. 6). Par un
procédé photographique par contact nous avons com-
paré directement les lignes de courant ainsi obtenues
avec les lignes de plus grande pente dont nous
connaissons I'expression analytique.

Quel que soit I'angle d'incidence du cylindre, pour
des nombres de Grashof compris entre 10® et 5 x 10°
nous avons toujours constaté une parfaite super-
position de celles-ci particuliérement au voisinage dela
ligne de stagnation.

Ces résultats sont tout 4 fait semblables & ceux que
Deluche [8] avait déja mis en évidence de fagon
beaucoup moins précise toutefois a partir d’une
visualisation dans I'eau par filets colorés.

| L

X,

2n/3 "
rad.

FiG. 5. Angle d'une génératrice et d’une ligne de courant
———. Angle d’'une génératrice et d’une ligne de plus grande

pente -----,

¢ =n/4.
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Fia. 6. Résultat de la visualisation des lignes de courant développees dans le plan: Gr = 107 Py = 5;
¢ = 6(°.

-
3

V. CONCLUSION
Pour une large classe de surfaces, I'étude de la
convection naturelle tridimensionnelle peut étre ra-
menée en considérant les lignes de plus grande pente, a
un probléme ou le caicul de la composante transver-
sale de I"écoulement est découplé de la résolution des
équations vérifiees par la composante principale de

P'écoulement et par la température.
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THREE-DIMENSIONAL LAMINAR FREE CONVECTION
FLOWS ABOUT SURFACES

Abstract—Within the three-dimensional laminar free convection, it is shown how the boundary-layer

equations can be simplified to those of a two-dimensional problem by using the hypothesis of a flow

prevailing according to the steepest ascent lines. This hypothesis is justified in the particular case of an

isothermal, infinite. inclined, circular cylinder first from numerical solutions and then by a visualization of the
wall streamlines.

DREIDIMENSIONALE LAMINARE NATURLICHE KONVEKTION
ENTLANG OBERFLACHEN

Zusammenfassung—Fiir Probleme der dreidimensionalen natiirlichen Konvektion wird gezeigt, dab sich
mithilfe der Annahme, daBl die Strémung vorwiegend in Richtung der groSten Neigung erfolgt. Die
Gleichungen der laminaren Grenzschicht auf ein zweidimensionales Problem vereinfachen lassen. Dic
Berechtigung dieser Annahme wird fiir den Spezialfall des geneigten, unendlichen, isothermen Kreiszylinders
bestiitigt. zuerst mittels numerischer Losungen, dann durch Sichtbarmachen der Wandstromlinicn.
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TPEXMEPHOE JAMUHAPHOE CBOBO/JHOKOHBEKTMBHOE TEYEHUE VY
MOBEPXHOCTEH

AunoTamus — B paBoTe NOKa3aHo, Kak yYpPaBHEHUS NOTPAHHMHOTO CJIOA [t TPEXMEPHOH NaMu-
HapHO# CBOGOAHON KOHBEKUMH MOMHO NPHBECTH K YPABHEHMAM ABYXMEDHOW 3anavus, MCIONBLIYS
FUROTE3y O 3aBUCUMOCTH OCHOBHOIO TEYEHHS OT CTENCHH KPYTHW3Hb!I KOHTypa. [unorela nogrsep-
KICHA HA NPUMEPE OOTEKAHUS U30TEPMUUECKOTO HEOT PAHHHEHHOTO HAKIIOHHOIO KPYrIOro UHIHHAPA
CHa4a/Ta YHCAEHHLIM PEILEHHUEM, 4 3aTeM BH3IYANM3auueH NHHUI TOKA HA CTEHKe LH/MHIADA.
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